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NOUVELLES CONDITIONS POUR L’INEXISTENCE DES
NOMBRES PARFAITS IMPAIRS
NANCY WALLACE
Re´sume´
Un nombre, n, est dit parfait s’il est e´gal a` la somme de ses divi-
seurs propres plus 1. Par exemple 6 = 1+2+3. Dans ce document,
les deux propositions suivantes seront de´montre´es :
S’il existe un nombre parfait impair, n, de de´composition en
nombre premier n = pα11 ...p
αk
k q
β, ou` les αi sont pairs, β est im-
pair et q ≡ 5 mod 8. Alors, au moins un pi, 1 ≤ i ≤ k n’est pas un
carre´ dans Z/qZ. Plus pre´cise´ment un nombre impair de pi ne sont
pas des carre´s dans Z/qZ.
S’il existe un nombre parfait impair, n, de de´composition en
nombre premier n = pα11 ...p
αk
k p
β
k+1, ou` les αi sont pairs, β est impair
et pk+1 ≡ 1 mod 8. Alors au moins un pi, 1 ≤ i ≤ k + 1 est un
carre´ non nul dans au moins un Z/pjZ, 1 ≤ j ≤ k + 1.
Introduits dans le troisie`me livre des E´le´ments de Euclide, les nombres parfaits
sont une curiosite´ mathe´matique vieille de 5000 ans. Avant de montrer les re´sultats,
voici des exemples permettant de mieux comprendre leurs implications.
Exemple 1 : Les nombres 5, 13, 29, 53 sont tous des carre´s dans Z/29Z. Donc apre`s
de´monstration de la premie`re proposition, nous serons certains que tout nombre ayant
uniquement ces nombres dans sa de´composition en nombres premiers n’est pas un
nombre parfait impair si la puissance de 29 est impaire. En principe, cette proposition
est valide seulement avec la contrainte que 5, 13 et 53 ont une puissance paire, mais
nous savons par les de´monstrations existantes qu’il n’y a qu’un seul nombre dans
la de´composition qui est de puissance impaire si n est un nombre parfait impair.
Bien entendu, il est possible de construire un ensemble beaucoup plus grand de tels
nombres.
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Exemple 2 : Les nombres 5, 7, 17, 73 n’ont aucun carre´ non nul dans Z/5Z, Z/7Z,
Z/17Z, Z/73Z. Donc apre`s de´monstration da la deuxie`me proposition, nous serons
certains que tout nombre ayant uniquement ces nombres dans sa de´composition en
nombres premiers n’est pas un nombre parfait impair et ce peut importe sa puis-
sance. Il est e´galement possible de construire un ensemble contenant une plus grande
quantite´ de tels nombres.
Euler a montre´ qu’un nombre parfait impair, n, s’il existe a une de´composition en
nombre premier de la forme n = pα11 p
α2
2 · · · p
αk
k q
β, ou` les αi, 1 ≤ i ≤ k sont paires,
k ≥ 2 et q ≡ β ≡ 1 mod 4. Pour les personnes inte´resse´es, une preuve, fait par
l’auteure, de ceci est en annexe. Montrons donc le premier re´sultat annonce´.
The´ore`me 1 : Si n est un nombre parfait impair de de´composition en nombre
premier :
n = pα11 ...p
αk
k q
β, ou` les αi sont pairs, β est impair et q ≡ 5 mod 8.
Alors il y a un nombre impair de pi, 1 ≤ i ≤ k qui ne sont pas carre´ dans Z/qZ.
Preuve : Remarquons d’abord que la somme 1 + q + ... + qβ est paire, car β + 1
est pair, q est impair et qu’une somme d’un nombre pair de termes impairs est pair.
Puisque n est un nombre parfait impair, nous avons :
1 + q + ... + qβ = 2pr11 ...p
rk
k , ou` ri ≤ αi.
Remarquons que la puissance de 2 doit eˆtre 1, car autrement n serait pair et nous
aurions une contradiction. De plus, 2pr11 ...p
rk
k ≡ 1 mod q, alors en posant q = 8m+5,
nous avons, par le symbole de Legendre :(
2
q
)
= (−1)
q2−1
8 = (−1)
(8m+5)2−1
8 = (−1)8m
2+10m+3 = ((−1)2)4m
2+5m+1(−1) = −1.
Donc :(
2pr11 ...p
rk
k
q
)
=
(
2
q
)(
p1
q
)r1
...
(
pk
q
)rk
= 1, car la formule est multiplicative,
= −
(
p1
q
)r1
...
(
pk
q
)rk
= 1, car
(
2
q
)
= −1.
Alors en conside´rant seulement les puissances impaires nous avons :(
pn1
q
)rn1
...
(
pnt
q
)rnt
=
(
pn1
q
)
...
(
pnt
q
)
= −1, ou` {pnj} est une sous suite de {pj}
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Nous avons donc bien un nombre impair de puissances impaires qui ne sont pas
carre´es dans Z/qZ. En particulier, au moins nombre premier dans la de´composition
en nombre premier de n n’est pas un carre´ dans Z/qZ
Remarquons que cette preuve n’est vraie que si q ≡ 5 mod 8. Nous ferons une
preuve similaire avec un re´sultat diffe´rent pour q ≡ 1 mod 8. Avant nous, devons
montrer un re´sultat interme´diaire.
Proposotion 1 : Si n est un nombre parfait impair de de´composition en nombre
premier :
n = pα11 ...p
αk
k q
β, ou` les αi sont pairs, β = αk+1 est impair et q = pk+1 ≡ 1 mod 8.
Alors il y a un nombre pair de puissances impaires dans la de´composition en nombre
premier de 1 + pi + · · ·+ p
αi
i , qui ne sont pas des carre´s dans Z/piZ.
Preuve : Remarquons d’abord que si pi est nul dans Z/pjZ alors pi = pj, car pi et
pj sont premier. Puisque n est un nombre parfait, nous avons :
2n = 2pα11 ...p
αk
k p
β
k+1 = (1 + p1 + ...+ p
α1
1 )...(1 + pk + ... + p
αk
k )(1 + pk+1 + ... + p
β
k+1)
De plus, pour tout i la somme 1 + pi + ... + p
αi
i est impaire, car αi + 1 et pi sont
impairs et que la somme d’un nombre impair de termes impairs est impair. Puisque
la somme divise 2n et est impaire, nous avons pour tout 1 ≤ i ≤ k :
1 + pi + ...+ p
αi
i = p
r1
1 ...p
ri−1
i−1 p
ri+1
i+1 ...p
rk
k p
rk+1
k+1 , ou` ri ≤ αi, rk+1 ≤ β.
De plus, pr11 ...p
ri−1
i−1 p
ri+1
i+1 ...p
rk
k p
rk+1
k+1 ≡ 1 mod pi et 1 est toujours un carre´ dans Z/piZ,
nous avons alors par le symbole de Legendre :(
pr11 ...p
ri−1
i−1 p
ri+1
i+1 ...p
rk
k p
rk+1
k+1
pi
)
= 1.
Le symbole de Legendre est une formule multiplicative, nous avons alors :(
p1
pi
)r1
...
(
pi−1
pi
)ri−1(pi+1
pi
)ri+1
...
(
pk
pi
)rk(pk+1
pi
)rk+1
= 1.
Comme le symbole de Legendre est e´gal a` 1 ou −1, pour tout rj pair nous avons
que
(pj
pi
)rj = 1 et pour tout rj impair nous avons que (pjpi )rj−1 = 1. Conside´rons
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alors, seulement les pj ayant une puissance impaire :(
pn1
pi
)
...
(
pnt
pi
)
= 1, ou` {pnj} est une sous suite de {pj}.
D’ou` il y a un nombre pair de puissances impaires dans la de´composition en nombre
premier de 1 + pi + · · ·+ p
αi
i , qui ne sont pas des carre´s dans Z/piZ.
De fac¸on analogue, la somme 1+ pk+1+ ...+ p
β
k+1 est paire, car β+1 est pair, pk+1
est impair et qu’une somme d’un nombre pair de termes impair est pair. Et puisque
la somme divise 2n, car n est parfait, nous avons :
1 + pk+1 + ...+ p
β
k+1 = 2p
r1
1 ...p
rk
k , ou` ri ≤ αi.
Remarquons que la puissance de 2 doit eˆtre 1, car autrement n serait pair et nous
aurions une contradiction.
Puisque pk+1 ≡ 1 mod 8, par supposition de de´part, posons pk+1 = 8m+1. Nous
avons alors :(
2
pk+1
)
= (−1)
p2
k+1−1
8 = (−1)
(8m+1)2−1
8 = (−1)8m
2+2m = ((−1)2)4m
2+1m = 1.
Alors le meˆme argument s’applique e´galement a` pk+1 et nous avons le re´sultat
voulu
The´ore`me 2 : Si n est un nombre parfait impair de de´composition en nombre
premier :
n = pα11 ...p
αk
k p
β
k+1, ou` les αi sont pairs, β est impair et pk+1 ≡ 1 mod 8.
Alors au moins un pi est un carre´ non nul dans au moins un Z/pjZ, 1 ≤ j ≤ k + 1.
Preuve : Par contradiction, supposons qu’il n’y ait aucun des pi qui soient un carre´
non nul dans au moins un Z/pjZ, 1 ≤ j ≤ k + 1.
Pour 1+pi+...+p
αi
i = p
r1,i
1 ...p
ri−1,i
i−1 p
ri+1,i
i+1 ...p
rk,i
k p
rk+1,i
k+1 , posons {rd1 , ..., rds} l’ensemble
des puissances paires et {rn1, ..., rnt} l’ensemble des puissances impaires. Nous avons
alors que t est un indice pair par la proposition pre´ce´dente, car il n’y a aucun carre´
par hypothe`se. Donc la somme r1,i + ... + rk+1,i = rd1 + ... + rds + rn1 + ... + rnt est
paire, car elle contient un nombre pair de nombres impairs. Nous trouvons le meˆme
re´sultat pour 1 + pk+1 + ... + p
β
k+1.
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Nous avons alors pour :
2n = (1 + p1 + ...+ p
α1
1 )...(1 + pk + ...+ p
αk
k )(1 + pk+1 + ...+ p
β
k+1)
= (p
r2,1
2 ...p
rk+1,1
k+1 )...(p
r1,k
1 ...p
rk−1,k
k−1 p
rk+1,k
k+1 )(2p
r1,k+1
1 ...p
rk,k+1
k )
que la somme (r2,1+ ...+rk+1,1)+ ...+(r1,k+ ...+rk−1,k+rk+1,k)+(r1,k+1+ ...+rk,k+1)
est paire, car chaque parenthe`se est paire par ce qui pre´ce`de.
Or r1,2+ ...+ r1,k+1 = α1, ..., rk,1+ ...+ rk,k−1+ rk,k+1 = αk, rk+1,1+ ...+ rk+1,k = β
et nous avons que α1 + ... + αk + β est impaire, car les αi sont tous pairs et β est
impair. D’ou` la contradiction
Remarquons que le the´ore`me 2 est moins restrictif que le premier. Par exemple,
si deux nombres premiers, disons p1 et p2 sont tels que p1 ≡ p2 ≡ 3 mod 4 et que
p1 n’est pas un carre´ dans p2, alors p2 est un carre´ dans p1. Donc il suffit que deux
parmi les {pi|1 ≤ i ≤ k} soient congru a` 3 modulo 4 et la condition est satisfaite.
En effet, soit p1 = 4n + 3, p2 = 4m + 3 tel que p1 ne soit pas un carre´ dans p2.
Alors par la formule de re´ciprocite´ quadratique de Gauss-Legendre, nous avons :(
p2
p1
)
= (−1)
(4n+3−1)(4m+3−1)
4
(
p1
p2
)
= (−1)
16mn+8m+4n+4
4
(
p1
p2
)
= (−1)4mn+2m+2n+1(−1) = (−1)4mn+2m+2n+2 = ((−1)2)2mn+m+n+1 = 1
Donc p2 est bien un carre´ dans p1.
Comme Jacques Lefe`vre, l’auteure croit qu’il n’existe pas de nombres parfaits
impairs et ces deux re´sultats sont un bon pas dans la bonne direction afin de montrer
leurs inexistences. De plus, pour les personnes faisant un programme cherchant un
nombre parfait impair, ceci donne des crite`res supple´mentaires pour e´viter de calculer
inutilement certains nombres.
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Annexe
De´finition : : Un nombre n est dit parfait s’il est e´gal a` la somme de ses diviseurs propres.
Dans cet annexe 1 sera conside´re´ comme un diviseur propre.
Notation : Nous noterons n′ =
∑
d|n,d<n
d
The´ore`me : Si n est un nombre parfait impair, alors sa de´composition en nombre premier
satisfait : n = pα11 ...p
αk
k q
β,
ou` les αi sont pairs, k ≥ 2, β impair et q ≡ β ≡ 1 mod 4.
Lemme 0 : Si n est un nombre parfait impair, alors n 6= pα, p premier.
Preuve : Remarquons d’abord que les diviseurs propres de n sont : 1, p, ..., pα−1
n = pα = (p− 1)(pα−1 + ... + p+ 1) + 1,
⇒ n > pα−1 + ... + p+ 1
Lemme 1 : Si n = pα11 ...p
αk
k ou` les pi sont premiers, alors n a (α1 + 1)...(αk + 1) diviseurs.
Preuve : Tout diviseur de n est un produit de la forme pβ11 ...p
βk
k , ou` 0 ≤ βi ≤ αi ∀ i.
il existe donc (αi + 1) possibilite´s pour chaque βi.
Donc d’apre`s l’unicite´ de la factorisation en nombres premiers,
n a (α1 + 1)...(αk + 1) diviseurs distincts
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Lemme 2 : Si n est un nombre parfait impair, alors sa de´composition en nombres premiers
satisfait : n = pα11 ...p
αk
k , ou` k ≥ 2 et les αi ne sont pas tous pairs.
Preuve : Par le lemme 1, n a (α1 + 1)...(αk + 1)− 1 diviseurs propres, car n est un
diviseur impropre de n. Ainsi en supposant que tous les αi dans la de´composition
en nombres premiers de n sont pairs, nous aurons que n′ est une somme d’un
nombre pair de termes impairs et donc que n′ est pair.
Donc n ne peut pas eˆtre un nombre parfait puisqu’il est impair
Lemme 3 : Si n est un nombre parfait impair, alors sa de´composition en nombres premiers
satisfait : n = pα11 ...p
αk
k q
β, ou` les αi sont pairs et β est impair.
Preuve : Par contradiction, supposons que n est un nombre parfait et que sa de´composition
en nombres premiers satisfasse : n = pα11 ...p
αk
k q
β1
1 ...q
βm
m , ou` les αi sont pairs et les βi
sont impairs et avec m >1. Nous aurions alors :
2n = (
α1∑
i=0
pi1)...(
αk∑
i=0
pik)× (
β1∑
i=0
qi1)︸ ︷︷ ︸
β1+1 termes
... (
βm∑
i=0
qim)︸ ︷︷ ︸
β1+1 termes
,
Donc la somme de chacune des parenthe`ses a` droite du signe multiplicatif × est
paire, car elle contient une somme d’un nombre pair de termes impairs. Posons :
1 + qi + ...+ q
βi
i = 2zi, zi ∈ N
⇒ 2n = (
α1∑
i=0
pi1)...(
αk∑
i=0
pik)2z1...2zm,
= (
α1∑
i=0
pi1)...(
αk∑
i=0
pik)2
mz1...zm
Ce qui est absurde, car m > 1 et n est impair.
Donc m ≤ 1 et par le lemme 2, m = 1
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Lemme 4 : Si n est un nombre parfait impair, alors sa de´composition en nombres
premiers satisfait : n = pα11 ...p
αk
k q
β, ou` les αi sont pairs et β ≡ 1 mod 4.
Preuve : Supposons que n est un nombre parfait de de´composition en nombre premier
n = pα11 ...p
αk
k q
β, ou` les αi sont pairs et β ≡ 3 mod 4.
Nous avons, en posant β + 1 = 4m
(
car 4
∣∣∣β + 1) et q = 2xz + 1 avec x ≥ 1, z impair :(
β∑
i=0
qi
)
=
(
qβ+1 − 1
q − 1
)
=
(
(2xz + 1)4m − 1
2xz + 1− 1
)
=
(
4m
0
)
24mxz4m +
(
4m
1
)
2(4m−1)xz4m−1 + ...+
(
4m
4m−3
)
23xz3 +
(
4m
4m−2
)
22xz2 +
(
4m
4m−1
)
2xz + 1− 1
2xz
=2(4m−1)xz4m−1 + 4m2(4m−2)xz4m−2 + ... +
(
4m
4m− 3
)
22xz2 +
4m(4m− 1)
2
2xz + 4m
=2(4m−1)xz4m−1 + 4m2(4m−2)xz4m−2 + ... +
(
4m
4m− 3
)
22xz2 + 2m(4m− 1)2xz + 4m
=4(2(4m−1)x−2z4m−1 + 4m2(4m−2)x−2z4m−2 + ... +
(
4m
4m− 3
)
22x−2z2 +m(4m− 1)2x−1z +m),
car x ≥ 1 et m ≥ 1. D’ou` :
⇒ 4
∣∣∣ β∑
i=0
qi
⇒ 4
∣∣∣( α1∑
i=0
pi1
)
...
( αk∑
i=0
pik
)( β∑
i=0
qi
)
= 2n
Ce qui est absurde, car n est impair
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Lemme 5 : Si n est un nombre parfait impair, alors sa de´composition en nombres
premiers satisfait : n = pα11 ...p
αk
k q
β, ou` les αi sont pairs, β ≡ 1 mod 4
et q ≡ 1 mod 4.
Preuve : Supposons que n est un nombre parfait de de´composition en nombres premiers
n = pα11 ...p
αk
k q
β, tel que les αi sont pairs, β ≡ 1 mod 4 et q ≡ 3 mod 4.
En posant β = 4m+ 1 et q = 4z − 1, nous avons :
qβ+1 = (4z − 1)4m+2 = (4z − 1)2(4z − 1)4m,
= 16z2((4z − 1)4m − 8z(4z − 1)4m + (4z − 1)4m,
⇒
β∑
i=0
qi =
qβ+1 − 1
q − 1
=
16z2((4z − 1)4m − 8z(4z − 1)4m + (4z − 1)4m − 1
4z − 2
,
=
4z(4z − 1)4m(4z − 2) + (4z − 1)4m − 1
4z − 2
,
= 4z(4z − 1)4m +
(4z − 1)4m − 1
4z − 2
,
= 4z(4z − 1)4m +
(
4m
0
)
44mz4m + ... +
(
4m
4m−2
)
42z2 +
(
4m
4m−1
)
4z + 1− 1
4z − 2
,
= 4z(4z − 1)4m +
(
4m
0
)
44mz4m + ... +
(
4m
4m−2
)
42z2 + 4m4z + 1− 1
4z − 2
,
= 4z(4z − 1)4m +
16(44m−2z4m + ...+
(
4m
4m−2
)
z2 +mz)
4z − 2
,
= 4z(4z − 1)4m +
8(44m−2z4m + ...+
(
4m
4m−2
)
z2 +mz)
2z − 1
.
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Puisque nous savons que q
β+1−1
q−1
∈ N et que 4z(4z − 1)4m ∈ N, nous en de´duisons
que :
8(
(
4m
0
)
44m−2z4m + ...+mz)
2z − 1
∈ N.
De plus, 2z − 1 ∤ 2 donc :
44m−2z4m + ...+mz
2z − 1
∈ N.
Comme
qβ+1 − 1
q − 1
= 4
(
z(4z − 1)4m +
2(44m−2z4m + ... +mz)
2z − 1
)
,
nous avons que 4
∣∣∣∣∣(
α1∑
i=0
pi1)...(
αk∑
i=0
pik)(
β∑
i=0
qi) = 2n
Ce qui est absurde, car n est impair.
Lemme 6 : Si n est un nombre parfait impair, alors sa de´composition en nombres
premiers ne satisfait pas : n = pαqβ, ou` α est pairs et β est impair.
Preuve : Supposons que n soit un nombre parfait impair, et que sa de´composition
en nombre premier satisfasse : n = pαqβ, ou` α est pair, β est impair et α, β ≥ 1.
Remarquons d’abord que p, q ≥ 3, car n est impair.
De plus, nous avons :
p ∤ pα + pα−1 + ...+ 1 et q ∤ qβ + qβ−1 + ...+ 1.
Nous avons aussi que pα + pα−1 + ...+ 1 est impair, car c’est une somme d’un nombre
impair de nombres impairs.
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Nous avons donc :
2n =
(
pα+1 − 1
p− 1
)(
qβ+1 − 1
q − 1
)
⇒
qβ+1 − 1
q − 1
est pair.
(1) ⇒
pα+1 − 1
p− 1
= qβ et
qβ+1 − 1
q − 1
= 2pα, car n = pαqβ,
(2) ⇒
pα+1 − 1
p− 1
= qβ ⇒ pα+1 = qβp− qβ + 1,
(3) et
qβ+1 − 1
q − 1
= 2pα ⇒ qβ+1 = 2pα(q − 1) + 1 = 2pαq − 2pα + 1,
et 2pα − 1 =
qβ+1 − 1
q − 1
− 1 =
qβ+1 − q
q − 1
= q
qβ − 1
q − 1
,
et 2pα − 1 = pα + pα − 1 = pα + (p− 1)(pα−1 + ...+ p + 1).
Les deux dernie`res implications nous donnent :
q
qβ − 1
q − 1
= pα + (p− 1)(pα−1 + ... + p+ 1),
⇒ q | pα + (p− 1)(pα−1 + ...+ p+ 1),
(4) et q ∤ pα−1 + ... + p+ 1, car q ∤ pα.
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Puisque q | pα + (p− 1)(pα−1 + ...+ p+ 1) et que par (1) q | pα + pα−1 + ...+ p+ 1,
nous avons donc :
q | pα + (p− 1)(pα−1 + ... + p+ 1)− (pα + pα−1 + ...+ p+ 1),
q | (p− 1)(pα−1 + ...+ p+ 1)− (pα−1 + ...+ p+ 1),
⇒ q | (p− 2)(pα−1 + ...+ p+ 1),
⇒ q | p− 2, car par (4) q ∤ pα−1 + ...+ p + 1,
(5) Il existe donc s ∈ N tel que sq = p− 2. Notons que s ≥ 1, car p ≥ 3.
De plus, nous avons :
pα+1q = qβ+1p− qβ+1 + q, par (2),
= (2pα(q − 1) + 1)p− 2pα(q − 1)− 1 + q, par (3),
= 2pα+1q − 2pα+1 + p− 2pαq + 2pα − 1 + q,
= p(2pαq − 2pα + 1− 2pα−1q + 2pα−1)− 1 + q, , car α ≥ 1
⇒ p
∣∣p(2pαq − 2pα + 1− 2pα−1q + 2pα−1)− 1 + q,
⇒ p
∣∣q − 1.
Il existe donc t ∈ N tel que tp = q − 1. Notons que t ≥ 1, car q ≥ 3.
Nous avons alors, par (5) :
sq + 2 = p⇒ sqt+ 2t = q − 1
⇒ sqt− q = −2t− 1.
Ce qui est absurde, puisque s et t sont positifs et donc sqt− q ≥ 0 et − 2t− 1 ≤ −1.
D’ou` si n est un nombre parfait impair, alors sa de´composition en nombres
premiers ne satisfait pas : n = pαqβ, ou` α est pair et β est impair
Preuve du the´ore`me : La preuve du the´ore`me de´coule directement des lemmes 0,2,3,4,5,6.
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